Chapitre 2 - Correction des exercices

Exercice 1:
3+6i 3 6

3—4i 5+5
1+i\? 3+6i 23 36,
zg = 53 = +

zZ1 =

3_4i 25 ' 25

2451 2-5i 2 + 5i
- = 2%e =3
R I S <l—i>

Exercice 2: FEgalité du parallélogramme

Soit (a,b) € C2.

%(\a—b|2+|a+b|2) _ ((a—b)(a—b)+(a+b)(a+b)):%((a—b)(a—5)+(a+b)(a+5))

N =N

_ _ _ 1
(a@ — ab — ba + bb + a@ + ab + ba + bb) = 5(21(1\2 +2[b%) = |af* + |b]?

Exercice 3:

1
1. ZelU ’Z_“:)'li: =le|l+zP=]l-z22e2+2=0 < Re(z) =0 < z iR

Donc, Z € U & 2z €iR

1+ 2 1+ 2 1+ 2 1+ 2 1+2
& =& _
1—=z2 1—2z 1—=2 1—-72

2. ZeiR@Z:Z@Hz:(
1-=2 1-=2
S(1+2)(1-2)=—-1+2)(1-2).
Sl-Z+z—22=—(1—-242Z—-22)2(1-22)=0z2zz2=1|z|=12€U
Donc, Z €iR < 2 € U

Exercice 4: On applique les formules d’Euler pour le cosinus et le sinus

1 Sinz(e) COSQ(H) _ (ewie—.e )2 (eieJre—ie )2 _ (e2i972eiee—i9+e—2i8) <e2i0+2ei6e—i8+e—2i9) _ (e2i972+e—2i0) (e2i9+2+e—2i9

2i 2 —4 4 —4

4i6 2i0 | 4210 o —2i6 2i0 —2i6 | ,—2i6 42160 —2i6 | ,—4i6 4i6 | ,—4i0
e*l42e“" e —2e*'"—4—2e +e e“+2e +e _ e4e —2 101 _
—6 = 5 (1 —cos(40))

On peut retrouver ce résultat avec les formules de trigonométrie classiques.

On sait que : sin(20) = 2cos(9) sin(6) et que sin?(x) = 1_%5(29”)

donc sin?() cos?(0) = +sin?(26) = 1 x 1_C025(49) = (1 — cos(40)).

3 _ (e e 810\3 1 PRUT 6i0 ,—3i0 3i0g—6i0 _ o—9if) _ 1 (,9i0 3i0 —3i6 —9i0
Sin (39) (T) = —81( 39 e + 39 ) = _781(9 — 36 + 3e — e )
— 1 (90 _ o—9i0 310 _ o—3i0)) — sin(90)—3sin(30) 3s1n(30) sin(90)

_781( ' ' —3(61 - l))_ 1

2. Cette fois, on veut faire le travail dans l’autre sens et exprimer cos(46) comme un polynéme en cos(¢). Pour

cela, on utilise 'autre lien entre cos(d) et el : cos(f) = Re(e'?).

cos(48) = Re(e'?) = Re((e!)*) = Re[(cos(8) + isin(h))*]
(cos(f) +isin(6))* = cos ( ) + 4icos®(6) sin(f) — 6 cos?(6) sin(6) — 4i cos(#) sin®(8) + sin*(6)
cos(40) cost(0) — 6 cos?(6) sin’(0) + sin*(0)
cos?(0) — 6 cos?(0)(1 — cos®()) + (
= 8cost(f) — 8cos?(0) + 1

1 — cos®(6))?
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Chapitre 2 - Correction des exercices 2

Exercice 5:

1.
a = 3P vE = ViZ=2v3
= 2\f<2\f+ 21;) 2\[<\f+1> —2f<cos(6>+lsm (56 )) =235
o] = (V2R VE = VE=2v2
2 = 2f<2{f+ 2&) 2\/§(§+i\§) :2\/§(cos <g> +151n<3>> = 2v2e%
sl = (VB2 4+ VB = V16 =4
73 = 4<\f—i\f> (*2[— f) :4<Cos (T) +isin <T>> — de 1"
2.
7= - (2\/‘5}2¢§)3M)6>4 -z 3*2{23 T = 1B = 12yBe
3. Z=—12V3i.

Exercice 6: Soit z € C que 'on note z = rel? sous forme exponentielle.

1. Z=relf =re 19
2. —z = —rel? = elmrel? = rel(m+0)

i0 +0)

. s
3. iz = el2rel? = reil

2rsin(f)elz si sin(f) >0
—2r sin(@)ei%r si sin(f) < 0

Exercice 7: Soit # € R. On pose t = tan (g)
1. t est bien défini lorsque 6 # w[27].

2. Lorsque cette condition est remplie, alors :

9 _ 42
cos(f) =2cos?*(§) — 1= H%nz() —1= ﬁ
sin?(f) = 1 — cos?(f) = (1+t2) Or sin(#) est du signe de € qui est du signe de t. D’ot sin(f) = 1_2;52.
_ sin(6) _ 2t
tan(@) T cos(0) T 1-t2-
Exercice 8: Soit z € C.
2] = 2] = 1 2] = 2] = 1 S
<~ [ <~ . <~ 1 < z € {e 3.e 3 }
|z + 1] = (z+1)(z+1)=1 z4+z=-1 Re(z) = —3
Géométriquement, les affixes recherchées sont celles des points d’intersection du cercle de centre 0 et de rayon 1

2im

et du cercle de centre —1 et de rayon 1. Il n’y a donc au maximum que 2 affixes possibles qui sont e Foete 5.

Exercice 9:
Soit z € C\{1}. On note O le point d’affixe 0, A le point d’affixe 1 et M le point d’affixe z.
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Chapitre 2 - Correction des exercices 3

1. %GR = %GR <~ 0O, A et M sont alignées < z € R.

L’ensemble des points du plan recherché est donc I’ensemble des points de ’axe des abscisses privé de A.

2. . F U = 2| =[1—2| <= OM = AM <= M est sur la médiatrice de [OA] <= Re(z) = 3.
—z
L’ensemble des points du plan recherché est donc la médiatrice de [OA].
3. €iR < 1=, —Z €4iR <= les droites (OM) et (AM) sont orthogonales <= OADM est rectangle

1—-=2 —z
en M <= M appartient au cercle de centre d’affixe % et de rayon %
L’ensemble des points du plan recherché est donc le cercle de centre d’affixe % et de rayon % privé de A.

Exercice 10:

Considérons les points A, B et C d’affixes respectives z, 22 et 23.

Le triangle ABC est isocele en A lorsque AB = AC, c’est-d-dire |22 — 2| = |23 — 2| & |||z — 1| = |2||z — 1||z +1].
Le triangle est isocele en A si, et seulement si, [z| =0 ou |1 —z| =0 ou |z + 1| =1, c’est-a-dire A=00u A=1
ou A est sur le cercle de centre (-1,0) et de rayon 1.

Le triangle ABC est isocele en B lorsque BA = BC, c’est-a-dire |z — 22| = |23 — 22| & |2||1 — 2| = |2|?|z — 1].
Le triangle est isocele en B si, et seulement si, [z| =0 ou |1 — 2| =0 ou |z| = 1, c’est-a-dire : A=00u A=1 ou
A est sur le cercle trigonométrique.

Le triangle ABC est isocele en C lorsque CA = CB, c’est-a-dire |23 — 2| = [22 = 23| & |2]|z—1]|z+1] = |2|?|z—1].
Le triangle est isocele en C si, et seulement si,|z| =0 ou |z — 1] =0 ou |z + 1| = |z], c’est-a-dire : A=0o0u A=1
1

ou A est sur la droite d’équation x = —3.

Exercice 11: Soient A, B et C trois points du plan d’affixe respectifs z4, zp et zc.

ABC équilatéral & (AB — AC et (AB,AC) = g) ou (AB — AC et (AB,AC) = —7;)

< (izb — 2] = |2e — 2] et arg(2—"0) = ”[%1)

2y — Za 3
Ze — Za s
0 — = — et a =——|2
u <|Zb Za‘ ’Zc Za| rg(zb—za) 3[ W])

== e Za = €5 ou fe Za =e 15

2y — Za 2y — Za

Ze — 2 Ze — 2
N c a _ _j2 ou c a _

Zh — Za Zh — Za
S 2o — 24 = —j2(zb — 2q) OU 2e — 2 = —j(2p — 2q)
& et za(-1—3)+Pm=00u 2.+ 2o(—1 —j) +ju =0
S ze+zj+itm=00uze+ 24j> +jz =0 car 1+j+j2=0
& Pretza+jm=00uzj+za+2j2 =0 on multiplie par j? ou par j

Exercice 12: Résolvons les équations suivantes d’inconnue z € C.

1. On trouve i comme racine évidente puis par factorisation les 2 racines restantes sont : —2 et 3. D’ou
S ={-2,i,3}.

2. On trouve 1 comme racine évidente puis par factorisation les 2 racines restantes sont : 2i et 3i. D’ou
S ={1,2i,3i}.
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Chapitre 2 - Correction des exercices 4

3. Notons P(z) = 23 — 2(1 4 2i)2% + (91 — 4)z + 5(1 — i) On a P(1) = 0 donc 1 est solution.
On a P(z) = (z — 1)(22 — (1 + 4i)z + 5(—1 +1)).
Résolvons I'équation (E') : 22 — (1 +4i)z + 5(—1+1i) = 0.
A= (1+4i)2 -4 x5(-1+i)=—-15+8i+20 —20i =5 — 12i.
A T’aide d’un calcul classique, on trouve que § = 3 — 2i est une racine carré de A.
Les solutions de (E') sont donc 232 — 9 4 j ot HHAZSEA — 7 4 3§
Les solutions sont donc 1, 2 +1iet —1 + 3i.

Exercice 13: Les nombres complexes z1 et 29 tels que 21 + 20 = 5 — 14i et 2129 = —2(12 + 5i) sont solutions de
Iéquation 22 — (5 — 14i)z — 2(12 + 5i) = 0.

Calculons : A = (5 — 14i)? + 8(12 4 5i) = 25 — 140i — 196 + 96 + 40i = —75 — 1005 = 5%(—3 — 4i).

On a A # 0. Calculons les racines carrés de A. Soit § = a +ib € C.

a? - b = -3 x5 a’? =25
2 =A < {2ab=—-4x5 < Qab=-2x5> <= (a,b) = (5,—10) ou (a,b) = (=5, 10).
a’?+b? =53 b =100

D’olt I'équation 2% — (5 —14i)z —2(12+5i) = 0 admet 2 solutions qui sont w =2iet w =5—12i.
On a donc 21 = 2i et 29 = 5 — 121 ou inversement.

Exercice 14:

1. Soit 6 =a+1ibe C.

a2—b2:Q a2:2+\/§
2 4

PRI i D o SN W=
a2—|—b2:1 b2:2_4\/§

. , 1+i i . 4y im io9m
2. Les racines carrées de ol e'1 sous forme trigonométrique sont es et es .

D’ou cos(g) = 1/ 227‘/5 et sin(g) = 4/ 274—‘/5.

Exercice 15:
1. 22 — 2iz +2 — 4i = 0 est une équation du second degré a coefficients complexes.
A = (—2i)2 — 4(2 — 4i) = —12 + 16i

On doit maintenant chercher les deux racines carrés du complexes —12 + 16i. On les cherche sous la forme
z = x + iy ce qui donne le systeme suivant :

2?2 —y?=—-12 202 =8 r=2o0ux=-2
2xy = 16 &< 22y =16 &< zy=28
224+ y? = V122 + 162 = 20 —2y% = —32 y=4ouy=—4
Puisque z et y doivent étre de méme signe, on en déduit les solutions : 6 =2+ 4iet —§ = —2 — 4i.

On peut alors calculer les solutions de I’équation initiale :

2i + 2+ 4i 2i — 2 —4i
:H—i“:1+3iou22:;:—l—i

“1 2 2

2. Notons (E) : 26 +(2i —1)z3 —1—i=0.
Soit z € C. Posons Z = 23,
On a I’équivalence : z sol. de (E) si et seulement si Z est solution de (E') : Z? 4+ (2i —1)Z —1—i=0.
L’équation (E’) admet pour discriminant :

A=2i—-1)2—4(-1—-i)=—-4—4di+1+4+4i=1
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Chapitre 2 - Correction des exercices 5

Le discriminant est un nombre réel donc les solutions de (E’) sont

—92i+1-1 - —2i+1+1 iz
L:—i:e_lfetZgzizl—iZ\@e_lz

7. —
! 2 2

™

, . . i —1i
Par conséquent, z sol. de (E) si et seulement si 2% = e™'2 ou 23 = V2e i1,
Conclusion : ] ; .
N i L7 157
zsol. de (E) < z € {e_lg;e‘?;elf = i;v/2e7113; /2el 2 /261 T }

3. On va modifier cette équation pour se ramener au racine n-eme de 'unité.

1 n
+1)"—-(z-1)"=0 < (z+1)”:(z—1)”<:><z+1> =1 car z = 1 n’est pas solution.
Z_
]. im
& Z+1:wkpourke[[l,n—l]]etw:e%
P
& ,z*qtlzwk(zfl)pourkE[[l,nfl]]ez‘cu;:e2i77r
ky _ k _ iz
< z(l-w')=—-1—-w"pourkel,n—1]etw=en
1 k im
& z:(w:iul)pourke[[l,n—l]]etw:ei
ikm ikm ikm
eT(e*T-FeT)
< dJkel,n—-1],z=

Exercice 16: Racines n-iéme

1. Ona2+iVv12=4 (% + 1@) = 4e'3 donc les racines quatriemes de 2 + iv/12 sont

Gl

|2

g = V2el
z1 = 2eliz x i= \/Qei%
2y = ez x (1) = \/ieil%

z3 = el’s x (i) = \@ei%ﬁ

2. Nous cherchons les racines nieme de 1 4+ i sous leur forme exponentielle.
n

_ L 1
z”:1+i<:>(rei9)”:\/§eizz>{r =2 :>{74_\/§ = 22n

nb = 7 [2x] =72+ por 0<k<n—1

n

Exercice 17:

1.

e — i eRe(Z)eiIm(Z) . eQiTTr N efe(z) — 1 o Re(z) =0
—J n Im(z) = & [27] Im(z) = 2% + 2k7 pour k € Z

Dong, les solutions de I’équation sont S = {z = 1(%7T + 2k7r) pour k € Z}
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Chapitre 2 - Correction des exercices 6

2. z = —i n’est pas solution de cette équation. Soit z € C\ {—i}.
i—z : : . . . .
T el oi—z=ef%i+2) o 2(-1-e?) =i’ —1) o 2(1 4+ %) =i(1 — €'
i+z
Si 6 est tel que el = —1, c’est-d-dire si 6 € 7 4+ 27Z, I’équation devient 0 = 2i, ce qui est absurde donc
I’équation n’a pas de solution.
Siel? £ —1
i—z i(1—elf) _eZ(e2 —e2)  —2isin(d) 0
: =e < z= o 1w —w o =1 g —tan| 5
1+ 2 1+e€ 67(8 2 +e2 2COS(5) 2

Exercice 18: On note w = eQITW, a=w+wtet b=w?+wd.
1. Us = {1,w, w? w?,w*}.

2.

4 2in 2in | 4 2im 8in 2im —2in 27
a=w+uw'=e5 +(e5 ) =e5 +es5 =e5 +e 5 =2cos =

i i im —4im 4
b=w? 4w = (e )2+(eT)3:eT+eﬁT:e4T fes :2cos<;>

3. Ona1+w+w2+w3+w4: 11:w

4. Les complexes a et b sont solutions de 1’équation du second degré : 2% — (a + b)z + ab = 0. Nous devons
calculer a + b et ab.

a+b = wrv+uwr+wr=w+w+uwd+ut=-1
ab = (w4 w)(w?+w?) =w +w + b+ = wd +w P w+ W w? =t Fwtw? = -1
Donc a et b sont solutions de I’équation 22 + z — 1 = 0.
5. A =1—(—4) =5. Il y a donc deux solutions réelles : z; = _1%\/5 et z9 = _1%‘/5 Une de ces solutions est
a et Pautre est b.
L’angle %’r est dans le premier cadran dons a = 2 cos (%’r) > (0 donc a = \/52*1 et b= %\/5
On a donc
2T a V5 —1
cos| — | = —=
5 2 4
o (21 5 (27 (v/5—1)2 6-2v5 10+2V5
sin” | — = l—-cos*|—)]=1—-——-—""=1-— =
5 5 16 16 16

Puisque 'angle %’T est dans le premier cadran, sin (%’r) est un nombre positif .

_ (%) 1042v5  V10+2V5
Sin = =
4

5 16

Exercice 19:

el

1. cos(z) = r=7% [27] ou z=—F [27]

2. sin(z) = —3 r=—% [27] ou x = %’r [27]
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10.

11.

12.

tan( ):_§ = z=-—7%[7]
cos(z) +sin(z) =0 ;:W[)] tanz = -1 <= = =-7% [7]
€T ETI'
. cos(z) = —cos(2x) <> 2cos(ZHT) cos(E5E) =0 <= cos(2E)cos(%) =0
Dolicos(z) = —cos(2z) < 2 =Z[r] ou 2=2[n] <= 2=Z[F| ou z=7 21 = z=7%[¥]
. cos(z) —V3sin(z) =1 <= §cos(z) — 73 sin(z) = § <= cos(z+ %) =3
Dolt cos(z) — V3sin(z) =1 <= 2=% -2 2n] ou x=-% -2 [271] <= 2=0[2n] ou z=—% [27]
tan(z) = tan(2z) <= sin(z)cos(2z) = sin(2z) cos(z) et x # F[r] et x # F[F] <= sin(2z —z) =0 <=
=0 [n]
. cos(z) < —§ <« 3k €Z, x € [3F + 2km; 2F + 2kn]
Csin(z) > L = 3k €Z, x €]t + 2%km; X + 2kn]
tan(z) > V3 <= Ik € Z, x €[5+ km; 5 + k|
cosz +sinz <0 < cos(z — %) <0 < Ik €Z x— T €|%+2km 3 + 2kn|

D’oit cos(z) +sin(z) < 0 < Ik € Z, v €]2F + 2km; 7”+2k7r[

Les fonctions considérées étant 2m-périodiques, on résout d’abord 'inéquation sur [0;27]. Soit = € [0; 27],
cos(z) < —cos(2z) <= cos(3)cos(£) <0 <= (cos(3E) < 0et cos(%) >0) ou (cos(3) >0 et cos(%) <0)
cos(xz) < —cos(2x) < =z € (([3,7r] U 2a]) N [0;7]) U (([0; 3] U [m; 5F]) N [m2n])) < z € [E; 3]
Résolution sur R. Soit € R, cos(z) < —cos(2z) <= <= Tk € Z, x € [ + 2km; 5T + 2k7]

Exercice 20:

1.

2.

3.

f1 correspond & la translation de vecteur @ d’affixe 1 + i.
Nous devons chercher les potentiels points fixes de cette transformation
VzeC, falz) =z 224+ 1+i=z22=-1-1i
L’unique point fixe est le point A d’affixe —1 — i.
VzeC, falz) —za=22+14+i—(—-1-1)=2(z+1+1) =2(2 — 2,)
f2 correspond donc a I’homothétie de rapport 2 et de centre A de coordonnées (—1,—1).

f3 correspond a la rotation de centre O et d’angle 7

Exercice 21:

1 C—-C
’ z+—z+3—4i
9 C—>C
z—3(z—1—-1)+1+1i
3 (C—>(C
s els(z—1—1)+14+i
L {(C—>C

2 e 6(3(z—1—i)+1+i)+14+i=e6(32—-2—2i)+1+i
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